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問題 

(1) (x2 − 1) + (x − 1) − 2x < [x2]＋[x] − 2x ≤ x2 + x − 2xなので、 

(x2 − 1) + (x − 1) − 2x < 0 ⇒ (x − 2)(x + 1) < 0 ⇒ −1 < x < 2 

x2 + x − 2x ≥ 0 ⇒ x(x − 1) ≥ 0 ⇒ x ≤ 0, x ≥ 1 

です。また、 

[x2]＋[x] − 2x = 0 ⇒ x =
[x2]＋[x]

2
⇒ xは

1

2
の倍数 

なので、x = −
1

2
, 0,1,

3

2
が解の候補になりますが、これらはすべて[x2]＋[x] − 2x = 0を満たすので、

求める解はx = −
1

2
, 0,1,

3

2
です。 

 

(2) (x2 − 1) + (x − 1) < [x2]＋[x] ≤ x2 + xなので、 

(x2 − 1) + (x − 1) < 0 ⇒ (x − 1)(x + 2) < 0 ⇒ −2 < x < 1 

x2 + x ≥ 0 ⇒ x(x + 1) ≥ 0 ⇒ x ≤ −1, x ≥ 0 

です。 

 

この範囲内で、[x2]＋[x] = 0となるようなxを求めればよいのですが、

𝑦 = [x2]と𝑦 = −[x]を図示して、オーバーラップしている範囲を求める

のが直感的でわかり易いです。 

𝑦 = [x2]はオレンジ色で、𝑦 = −[x]は緑色で、重なっている箇所は赤

色で表しました。 

 

見ての通り、求める解は、−√3 < x ≤ −√2、x = −1、0 ≤ x < 1です。 
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(3) x2 − 2x ≤ x2 − [2x] < x2 − (2x − 1)なので、 

x2 − 2x ≤ 0 ⇒ x(x − 2) ⇒ 0 ≤ x ≤ 2 

x2 − (2x − 1) > 0 ⇒ (x − 1)2 > 0 ⇒ x ≠ 1 

です。 

 

前問と同様に、この範囲内で、𝑦 = x2と𝑦 = [2x]を図示して、交点を求める

と、次のようになります。 

 

交点①④のx座標は0,2です。 

交点②のx座標はx2 = 2 ⇒ 𝑥 = √2です。 

交点③のx座標はx2 = 3 ⇒ 𝑥 = √3です。 

 

以上より、求める解は、x = 0, √2, √3, 2です。 

 

 

(4) x2 + 2(x − 1) − 15 < x2＋2[x] − 15 ≤ x2 + 2x − 15なので、 

x2 + 2(x − 1) − 15 < 0 ⇒ x2 + 2x − 17 < 0 ⇒ −1 − 3√2 < x < −1 + 3√2 

x2 + 2x − 15 > 0 ⇒ (x − 3)(x + 5) ≥ 0 ⇒ x ≤ −5, x ≥ 3 

です。 

前問と同様に、この範囲内で、𝑦 = x2 − 15と𝑦 = −[2x]を図示して、交点を求めます。 

−1 − 3√2 < x ≤ −5のとき 3 ≤ x ≤ −1 + 3√2のとき 

 

 

 

 

 

 

交点①のx座標は−5です。 

交点②のx座標はx2 − 15 = 12 

⇒ 𝑥 = −3√3です。 

 
 

 

 

 

 

 

 

交点のx座標は3です。 

以上より、求める解は、x = −3√3,−5,3です。 
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(5) 次のように、与式を２つの積に分解します。2024/12/27 修正 

x[x]＋x − 10[x] + 14 = 0 ⇒ (x − 10)([x] + 1) = −24 

すると、 

右辺 ≠ 0 ⇒ x − 10 ≠ 0, [x] + 1 ≠ 0 ⇒ x ≠ 10、x < −1, x ≥ 0 

です。 

また、右辺が負なので、[x] + 1とx − 10は異符号です。しかし、x > 10またはx < −1なら、左辺 >

0なので不適です。以上の条件を合わせると、xの取り得る範囲は0 ≤ x ≤ 9であることがわかります。 

 

与式は、 

x[x]＋x − 10[x] + 14 = 0 ⇒ [x] = −
24

𝑥 − 10
− 1 

と変形できるので、前問と同様に、この範囲内で、𝑦 = [x]と𝑦 = −
24

𝑥−10
− 1を図示して、交点を求め

ます。 

 

 

 

 

交点①③のx座標は2,7です。 

 

 

交点②のx座標は 

−
24

𝑥 − 10
− 1 = 6 ⇒ 𝑥 =

46

7
 

です。 

 

以上より、求める解は、x = 2,
46

7
, 7です。 
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追加問題１ 

下図のように、O1、O2、O3からABに垂直に下した点を、P1、P2、P3とし、O2からO1P1に垂直に下した

点をC、O3からO2P2に垂直に下した点をDとし、OP1 = d1、OP2 = d2、OP3 = d3とします。 

 

すると、⊿CO1O2、⊿DO2O3ができるので、それぞれ三平方の定理を適用すると、 

CO1
2 + CO2

2 = O1O2
2 ⇒ (r1 − r2)

2 + (d1 + d2)
2 = (r1 + r2)

2 ⋯① 

DO2
2 + DO3

2 = O2O3
2 ⇒ (r2 − r3)

2 + (d3 − d2)
2 = (r2 + r3)

2 ⋯② 

です。 

 

また、⊿OO1P1、⊿OO2P2、⊿OO3P3にも、それぞれ三平方の定理を適用すると、 

OP1
2 + O1P1

2 = OO1
2 ⇒ r1

2 + d1
2 = (R − r1)

2 ⋯③ 

OP2
2 + O2P2

2 = OO2
2 ⇒ r2

2 + d2
2 = (R − r2)

2 ⋯④ 

OP3
2 + O3P3

2 = OO3
2 ⇒ r3

2 + d3
2 = (R − r3)

2 ⋯⑤ 

です。ここで、与えられた条件は、 

r1 = 4⋯⑥ 

r3 = 1⋯⑦ 

です。①～⑦を解くと、 
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(R, r2, d1, d2, d3) = (0,0,0,0,0), 

(−
64

17
, 32,±

80√2

17
,±

192√2

17
,±

56√2

17
) , (

64

7
,
32

9
,±

16√2

7
,±

64√2

21
,±

40√2

7
) 

ですが、R, r2, d1, d2, d3は正数なので、 

(R, r2, d1, d2, d3) = (
64

7
,
32

9
,
16√2

7
,
64√2

21
,
40√2

7
) 

が有効な解となります。よって、R =
64

7
、r2 =

32

9
です。 
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追加問題２ 2024/12/31 追記 

下図のように、半円の中心Oと扇の頂点A, B, C, D、各内接円の中心O1, O2, O3とします。そして、

O1, O2, O3から扇の辺に垂直に下した点をP11, P12, P21, P22, P31, P32とします。 

 

すると、図形の対称性から、 

∠O1OP11 = ∠O1OP12 = θ1 

∠O2OP21 = ∠O2OP22 = θ2 

∠O3OP31 = ∠O3OP32 = θ3 

ですから、 

2(θ1 + θ2 + θ1) = π ⇒ θ1 + θ2 + θ1 =
π

2
 

です。また、 

sin θ1 =
10

R − 10
 sin θ2 =

7

R − 7
 sin θ3 =

2

R − 2
 

cos θ1 =
√R2 − 20R

R − 10
 cos θ2 =

√R2 − 14R

R − 7
 cos θ3 =

√R2 − 4R

R − 2
 

です。 

 

後は、半円の中心Oに座標系（緑色の矢印）を導入して、代数学的に解きます。方程式の立て方は

いろいろ考えられますが、力任せにやることは避け、扱い易い形になるように工夫します。やってみ

た限りでは、次の関係が最もシンプルだと思います。 

x軸方向の単位ベクトルを Oの回りにθ1 + θ2回転させたときの x軸成分 = 

y軸方向の単位ベクトルを Oの回りに−θ3回転させたときの x軸成分 
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すると、 

左辺 = [
cos θ1 −sin θ1

sin θ1 cos θ1
] [

cos θ2 −sin θ2

sin θ2 cos θ2
] [

1
0
] 

=

[
 
 
 
 √R2 − 20R

R − 10
−

10

R − 10

10

R − 10

√R2 − 20R

R − 10 ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 √R2 − 14R

R − 7
−

7

R − 7

7

R − 7

√R2 − 14R

R − 7 ]
 
 
 
 

[
1
0
] 

=

[
 
 
 
 √𝐑𝟐 − 𝟐𝟎𝐑√𝐑𝟐 − 𝟏𝟒𝐑

(𝐑 − 𝟏𝟎)(𝐑 − 𝟕)
−

𝟕𝟎

(𝐑 − 𝟏𝟎)(𝐑 − 𝟕)

10√R2 − 14R

(R − 10)(R − 7)
+

7√R2 − 20R

(R − 10)(R − 7) ]
 
 
 
 

 

右辺 = [
cos(−θ3) − sin(−θ3)

sin(−θ3) cos(−θ3)
] [

0
1
] = [

cos θ3 sin θ3

−sin θ3 cos θ3
] [

0
1
] 

=

[
 
 
 
 √R2 − 4R

R − 2

2

R − 2

−
2

R − 2

√R2 − 4R

R − 2 ]
 
 
 
 

[
0
1
] =

[
 
 
 

𝟐

𝐑 − 𝟐

√R2 − 4R

R − 2 ]
 
 
 

 

となり、 

√R2 − 20R√R2 − 14R

(R − 10)(R − 7)
−

70

(R − 10)(R − 7)
=

2

R − 2
 

⇒ √R2 − 20R√R2 − 14R = {
2

R − 2
+

70

(R − 10)(R − 7)
} (R − 10)(R − 7) =

2R(R + 18)

R − 2
 

両辺を二乗して、平方根を飛ばすと、 

(R2 − 20R)(R2 − 14R) = {
2R(R + 18)

R − 2
}

2

 

⇒
(R − 22)R2(R3 − 16R2 + 64R + 8)

(R − 2)2
= 0 ⇒ R = 22 

となります。なお、補足に記載した通り、R ≥ 0のときR3 − 16R2 + 64R + 8 = 0の解は存在しませ

ん。 

 

以上より、求める半径は22となります。 
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補足 𝐑𝟑 − 𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟔𝟒𝐑 + 𝟖、𝐑 ≥ 𝟎のときの解について 

 

f(R) = R3 − 16R2 + 64R + 8 

とすると、 

f(R)′ = 3R2 − 32R + 64 

なので、 

f(R)′ = 0 ⇒ R =
8

3
, 8 

です。 

 

増減表を作ると、以下のようになり

ます。 

 

よって、R ≥ 0のとき解は存在しま

せん。 

R 0 ⋯ 
8

3
 ⋯ 8 ⋯ 

f(R)′  + 0 − 0 + 

f(R) 8 ↗ 
2264

27
 ↘ 8 ↗ 

 

 


