
● 問題 452 解答＜三角定規＞

[問題] 1＝
a
1
＋

b
1
＋

1
c
＋

d
1
…① ( a, b, c, d :自然数, a≦b≦c≦d )

1
2＋

1
2＝

1 だから , 明らかに a≧2, b≧3。

(1) a＝2, b＝3 のと き

①より ,
1
c
＋

d
1
＝

1
6 …② ∴ d＝

c－6
6c

…③

d＞0 及び③より c－6＞0 ∴ c≧7

c≦d 及び②より
2
c
≧

1
6 ∴ c≦12 ∴ 7≦c≦12

よって , ②③を満たす c, d は, (c, d)＝(7, 42), (8, 24), (9, 18), (10, 15), (12, 12)

c＝5 のと き , ⑦より d＝10。

c＝6 のと き , ⑦より d＝
60
8 ＝

15
2 ← 不適

c≧7 のと き ,
1
c
＋

d
1
≦

2
7＜ 10

3
で⑥を満たさない。

(4) a＝2, b＝6 のと き

また 5≦c≦d は,
1
c
＋

d
1
≦

2
5＜ 12

5
で⑩を満たさない。

c＝d＝6 のと きの,
1
2＋

1
6＋

1
6＋

1
6＝

1 が①を満たすが, 6＜c≦d は①を満たさない。

また , c＝d＝6 は⑧を満たし , 7≦c≦d は
1
c
＋

d
1
≦

2
7＜

1
3 で⑧を満たさない。

(7) a＝3, 5≦b≦c≦d のと き ,
a
1
＋

b
1
＋

1
c
＋

d
1
≦

1
3＋

3
5＝

14
15＜

1 で①を満たさない。

(2) a＝2, b＝4 のと き

①より ,
1
c
＋

d
1
＝

1
4 …④ ∴ d＝

c－4
4c

…⑤

d＞0 及び⑤より c－4＞0 ∴ c≧5

c≦d 及び④より
2
c
≧

1
4 ∴ c≦8 ∴ 5≦c≦8

よって , ④⑤を満たす c, d は, (c, d)＝(5, 20), (6, 12), (8, 8)

(3) a＝2, b＝5 のと き

①より ,
1
c
＋

d
1
＝ 10

3
…⑥ ∴ d＝ 3c－10

10c
…⑦

(5) a＝3, b＝3 のと き

①よ り ,
1
c
＋

d
1
＝

1
3 …⑧ ∴ d＝

c－3
3c

…⑨ c＝4, d＝12 はこれを満たす。

(6) a＝3, b＝4 のと き

①より ,
1
c
＋

d
1
＝ 12

5
…⑩ ∴ d＝ 5c－12

12c
…⑪ c＝4, d＝6 はこれを満たす。



以上より, ①の自然数解は

…[答]

の 14 組

エクセルでマクロを組み求めました (下表)。解の総数は 147組で, a, b, c, d, eがすべて異なるものが

72組, 等しいものを含むもの (No.が黄色) が 75組でした。

(8) a＝4 のと き ①を満たすのは, 明らかに
1
4＋

1
4＋

1
4＋

1
4＝

1 のみ。

( a, b, c, d )＝
(
(2,

(2,

(3,

2, 4,
5,

3,

3,

5,
5,

7,

4,

20),
10),

42),

12),

(2,
(2,

(2,

(3,

4,
6,

3,

3,

6,
6,

8,

6,

12),
6),

24),

6), (3,

(2,
(2,

4,

4,
3,

4,

8,
9,

6),

8),
18),

(4,

(2,

4,

3,

4,

10,

4)

15), (2, 3, 12, 12),

[余力問題] 1＝
a
1
＋

b
1
＋

1
c
＋

d
1
＋

1
e

( a, b, c, d, e :自然数, a≦b≦c≦d≦e )



《追加問題》

[問題１](1) 図のように点 H及び角度を定める。

[問題２] 図において,

△ OAC∽△ CAD (底角を共有する二等辺三角形)だから,

図のように角α, β, θを定める。

cosθ＝
3
8

, sinθ＝
55
8

, sinα＝
1
4

, cosα＝
15
4

sin2α＝2sinαcosα＝2･
1
4 ･

15
4 ＝

15
8

, cos2α＝
7
8

cos2β＝cos(θ－2α)＝cosθcos2α＋sinθsin2α

＝
3
8 ･

7
8＋

55
8 ･

15
8 ＝

21＋5 33
64

sinβ＝
1－cos2β

2 ＝
43－5 33

128 ＝
5 3－ 11

16

∴ BC＝2･4sinβ＝
5 3－ 11

2
(＝2.671…) …[答]

OA : AC＝CA : AD＝2 : 1 ∴ OA＝4, OD＝3, OE＝
3
2

∠DCE＝u, ∠CEF＝
π

2 －
α

2 である。

正方形の 1辺を 1 と すると E(cos2u, sin2u) であるから

＝4sin2u－4sinucosu＋1

△CDE に正弦定理を適用し ,
sinu
ED
＝ sin(π/2－α/2)

CD

ED2＝(1－cos2u)2＋(1－sin2u)2＝3－2(cos2u＋sin2u)

∴
4sin2u－4sinucosu＋1

sin2u
＝ cos2(α/2)

1
＝1＋tan2 α

2

∴ 4－
4cosu
sinu

＋ sin2u
1
＝4－ tanu

4
＋1＋ tan2u

1
＝1＋t2 ∴ 2－ tanu

1 2

＝t 2

明らかに u≦
π

4 だから tanu
1
≧1。 ∴ 2－ tanu

1
＝t,

tanu
1
＝2－t

CE＝2sinu, AE＝2sin
1
2
π

2 －
2u ＝2sin π

4 －
u ＝ 2 (cosu－sinu)

∴
AE
CE＝

2
2 tanu

1
－1 ＝

2
2

(1－t ) …[答]

(2)
sin2u

1
＝1＋ tan2u

1
＝1＋(2－t)2＝t2－4t＋5 ∴ sinu＝

t2－4u＋5

1

以上より , CE＝2asinu＝
t2－4t＋5

2a
, AE＝

2
2

(1－t)･CE＝
t2－4t＋5

2 a(1－t)
…[答]


