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（１）（Pell方程式）ｘ２＝３ｙ２＋１，ｘ，ｙは負でない整数

与方程式より，ｘ２－３ｙ２＝１ ∴(ｘ＋√ ｙ)(ｘ－√ ｙ)＝１￣ ￣３ ３

α＝ｘ＋√ ｙ，β＝ｘ－√ ｙとすると，α≧１，０＜β≦１，β＝α－１￣ ￣３ ３

Ｇ＝{ａ＋√ ｂ｜ａ，ｂは整数，ａ２－３ｂ２＝１}とする．３̄

α＝ａ＋√ ｂ，β＝ｃ＋√ ｄ∈Ｇ，ａ，ｂ，ｃ，ｄは整数のとき，￣ ￣３ ３

ａ２－３ｂ２＝ｃ２－３ｄ２＝１・・・① であり，

αβ＝(ａ＋√ ｂ)(ｃ＋√ ｄ)＝(ａｃ＋３ｂｄ)＋√ (ａｄ＋ｂｃ)￣ ￣ ￣３ ３ ３

(ａｃ＋３ｂｄ)２－３(ａｄ＋ｂｃ)２

＝ａ２ｃ２＋６ａｂｃｄ＋９ｂ２ｄ２－３ａ２ｄ２－６ａｂｃｄ－３ｂ２ｃ２

＝ａ２(ｃ２－３ｄ２)－３ｂ２(ｃ２－３ｄ２)＝(ａ２－３ｂ２)(ｃ２－３ｄ２)

＝１・１＝１（∵①）

∴αβ∈Ｇ

α≠０，α０＝１＋√ ・０∈Ｇであるから，３̄

ｎが負でない整数のとき，α∈Ｇ ⇒ αｎ∈Ｇ

ｕ＝２＋√ （∈Ｇ）とするとき，３̄

ｕ０＝１＋√ ・０，ｕ１＝２＋√ ，ｕ２＝７＋４√ ，・・・であるから，￣ ￣ ￣３ ３ ３

(ｘ，ｙ)＝(１，０)，(２，１)，(７，４)，・・・

次に，α∈Ｇ，α＞０のとき，α＝ｕｎとなる負でない整数ｎが存在することを示す．

α∈Ｇ，α＞０，α≠ｕｎ（ｎは負でない整数）と仮定する．

２＋√ は，与方程式を満たす(ｘ，ｙ)（ｘ，ｙは正の整数）において，最小の３̄

正の数ｕ＝ｘ＋√ ｙの値（ｕ∈Ｇ）である．３̄

数列{ｕｎ}は単調増加数列であり，α∈Ｇ，α＞０，α≠ｕｎより，

ｕｋ＜α＜ｕｋ＋１

となる負でない整数ｋが存在する．

ｕｋ＞０より，１＜αｕ－ｋ＜ｕ・・・②

ｕ－１∈Ｇより，ｕ－ｋ＝(ｕ－１)ｋ∈Ｇ

∴αｕ－ｋ∈Ｇ

故に②と，ｘ，ｙが正の数のとき，ｕがＧの最小の要素であることは矛盾する．

∴α∈Ｇ，α＞０ ⇒ α＝ｕｎ（ｎは負でない整数）

以上により，与方程式の解(ｘ，ｙ)＝(ｘｎ，ｙｎ)は，

ｘｎ＋√ ｙｎ＝(２＋√ )ｎ（ｎ＝０，１，２，・・・）・・・③￣ ￣３ ３

を満たすことが分かる．

同様に，
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ｘｎ－√ ｙｎ＝(２－√ )ｎ（ｎ＝０，１，２，・・・）・・・④￣ ￣３ ３

であることが分かる．
１

(③＋④)÷２より，ｘｎ＝―{(２＋√ )ｎ＋(２－√ )ｎ}￣ ￣３ ３
２

１
(③－④)÷２√ より，ｙｎ＝―― {(２＋√ )ｎ－(２－√ )ｎ}￣ ―― ￣ ￣３ ３ ３

２√̄３

ｎ＝０のとき，(ｘ，ｙ)＝(ｘ０，ｙ０)＝(１，０)

ｎ＝１のとき，(ｘ，ｙ)＝(ｘ１，ｙ１)＝(２，１)

ｎ＝２のとき，(ｘ，ｙ)＝(ｘ２，ｙ２)＝(７，４)

ｎ＝３のとき，(ｘ，ｙ)＝(ｘ３，ｙ３)＝(２６，１５)

ｎ＝４のとき，(ｘ，ｙ)＝(ｘ４，ｙ４)＝(９７，５６) ・・・

Vbscriptで計算してみると，ｘ，ｙ≦１０８の範囲では，

となることが分かる．
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（２）３辺の長さをａ，ｂ，ｃ，面積をＳとする．

Vbscriptで計算してみると，ａ，ｂ，ｃが１０８＋１以下の範囲では，

(ａ，ｂ，ｃ，Ｓ)は，

であることが分かる．


