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２ ｄｘ
４５７．１．Ｉ＝∫０ とする．―――――――

√￣￣￣￣￣￣ｘ２＋１

π π ｄｘ １
ｘ＝tanθ(－ ＜θ＜ )とすると， ＝― ― ―― ―――― ――

２ ２ ｄθ cos２θ

ｘ＝０のとき，θ＝０
π

ｘ＝２のとき，θ＝α(tanα＝２，０＜α＜―)とする．
２

π
０≦θ≦α＜―より，cosθ＞０であるので，

２
１

√￣￣￣＝√￣￣￣￣ ＝――￣￣￣ ￣￣￣￣￣ ――ｘ２＋１ tan２θ＋１
cosθ

α ｄθ α (sinθ)'
∴Ｉ＝∫０cosθ・ ＝∫０ ｄθ――― ――――――― ――――

cos２θ １－sin２θ

ｄｔ
ｔ＝sinθとすると，――＝cosθ―

ｄθ

sinα ｄｔ sinα ｄｔ
∴Ｉ＝∫０ ＝－∫０――― ――――――――――― ―――――――

１－ｔ２ (ｔ＋１)(ｔ－１)

１ sinα １ １
＝－ ∫０ ( )ｄｔ― ―――－――――― ――

２ ｔ－１ ｔ＋１

１ sinα

＝－―[log|ｔ－１|－log(ｔ＋１)]０

２

１ ｔ＋１ sinα １ １＋sinα
＝ [log ]０ ＝ log― ―――― ― ――――――― ――――
２ |ｔ－１| ２ １－sinα

π
ここで，tanα＝２(０＜α＜―)より，

２

１ １１
cosα＝――――― ＝――――＝―――――― ――― ―

√￣￣￣￣ √￣￣￣ √￣￣￣￣￣ ￣￣￣ ￣１＋tan２α １＋２２ ５

２
∴sinα＝cosαtanα＝――

√̄５

２
１＋――

１＋sinα √ √ ＋２￣ ￣５ ５
∴―――― ＝―――― ＝――― ＝(√ ＋２)２―――― ―――― ――― ５̄
１－sinα ２ √ －２５̄

１－――
√̄５

１
∴Ｉ＝―log(√ ＋２)２＝log(２＋√ )・・・（答）￣ ￣５ ５

２
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π／４ ｄθ
２．Ｊ＝∫０ とすると，―――――

cos３θ

π／４ π／４cosθ (sinθ)'
Ｊ＝∫０ ｄθ＝∫０ ｄθ――― ―――――――― ――――――

cos４θ (１－sin２θ)２

ｄｔ
ｔ＝sinθとすると，――＝cosθ―

ｄθ

１／√ ｄｔ １／√ ｄｔ￣ ￣２ ２

∴Ｊ＝∫０ ＝∫０――――― ――――――――――――― ―――――――――
(１－ｔ２)２ {(ｔ＋１)(ｔ－１)}２

１ １／√ １ １ ２２̄

＝ ∫０ ( － )ｄｔ― ――― ――――― ――
４ ｔ－１ ｔ＋１

１ １／√ １ ２ １２̄

＝ ∫０ { － ＋ }ｄｔ― ―――― ―――――――― ―――――――― ――――――― ――――
４ (ｔ－１)２ (ｔ－１)(ｔ＋１) (ｔ＋１)２

１ １／√ １ １ １ １２̄

＝ ∫０ [ －{ － }＋ ]ｄｔ― ―――― ――― ――― ―――――――― ―― ―― ――――
４ (ｔ－１)２ ｔ－１ ｔ＋１ (ｔ＋１)２

ここで，

１／√ １ １ １ １ １／√￣ ￣２ ２

∫０ { ＋ }ｄｔ＝[－ － ]０―――― ―――― ――― ――――――― ―――― ―― ――
(ｔ－１)２ (ｔ＋１)２ ｔ－１ ｔ＋１

１ １ √ √ ２√￣ ￣ ￣２ ２ ２
＝－―――― －―――― ＝－――― －――― ＝－―――＝２√―――― ―――― ――― ――― ―― ２̄

１ １ １－√ １＋√ １－２￣ ￣２ ２
― －１ ― ＋１― ―
√ √￣ ￣２ ２

１／√ １ １ １／√￣ ￣２ ２

∫０ ( － )ｄｔ＝[log|ｔ－１|－log(ｔ＋１)]０――― ――――― ――
ｔ－１ ｔ＋１

１
１－――

|ｔ－１| １／√ √ √ －１￣ ￣ ￣２ ２ ２
＝[log ]０ ＝log ＝log ＝log( －１)２―――― ―――― ――― √――― ―――― ――― ２̄

ｔ＋１ １ √ ＋１２̄
１＋――

√̄２
＝２log(√ －１)２̄

１ １
∴Ｊ＝―{２√ －２log(√ －１)}＝―{√ －log(√ －１)}￣ ￣ ￣ ￣２ ２ ２ ２

４ ２

１
＝―{√ ＋log(√ ＋１)}・・・（答）￣ ￣２ ２
２
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β αβ
３．Ｋ＝∫αcos(ｘ－ )ｄｘ（αβ＞０）とする．―――

ｘ

αβ ｄｔ αβ ｘ２＋αβ
ｔ＝ｘ－――とすると，――＝１＋――＝――――― ― ― ――――

ｘ ｄｘ ｘ２ｘ２

αβ＞０，ｘ２≧０より，ｘ２＋αβ≠０

ｄｘ ｘ２ (ｘ２＋αβ)－αβ αβ
∴――＝―――― ＝―――――――― ＝１－―――― ・・・①― ―――― ―――――――― ――――
ｄｔ ｘ２＋αβ ｘ２＋αβ ｘ２＋αβ

ｘ＝αのとき，ｔ＝α－β

ｘ＝βのとき，ｔ＝β－α

αβ
ｔ＝ｘ－――より，ｘ２－ｔｘ－αβ＝０―

ｘ

ｔ±√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
∴ｘ＝―――――――――――――――

２

ｔ≦√￣＜√￣￣￣￣￣より，￣ ￣￣￣￣￣ｔ２ ｔ２＋４αβ

ｔ－√￣￣￣￣￣＜０＜ｔ＋√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ ｔ２＋４αβ

i). α＞０，β＞０のとき，ｘ＞０

ｔ＋√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
∴ｘ＝―――――――――――――――

２
このとき，

１
ｘ２＋αβ＝(ｔｘ＋αβ)＋αβ＝―(ｔ２＋ｔ√￣￣￣￣￣＋４αβ)￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

２
①に代入すると，

ｄｘ ２αβ
――＝１－―――――――――――――― ―――――――――――――
ｄｔ ｔ２＋ｔ√￣￣￣￣￣＋４αβ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

２αβ
＝１－―――――――――――――――――――――――――――――

√￣￣￣￣￣(√￣￣￣￣￣＋ｔ)￣￣￣￣￣ ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ ｔ２＋４αβ

２αβ(√￣￣￣￣￣－ｔ)￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
＝１－―――――――――――――――――――――――――――――――

√￣￣￣￣￣{(ｔ２＋４αβ)－ｔ２}￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

√￣￣￣￣￣－ｔ １ ｔ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
＝１－ ＝１－ (１－ )―――――――― ― ――――――――――――― ―――――

２√￣￣￣￣￣ ２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ ｔ２＋４αβ

１ ｔ
＝ (１＋ )― ―――――――――――
２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

β αβ β－α １ ｔ
∴Ｋ＝∫αcos(ｘ－ )ｄｘ＝∫α－βcosｔ・ (１＋ )ｄｔ―― ― ――――――― ―――――

ｘ ２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
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１ β－α ｔcosｔ
＝ ∫－(β－α)(cosｔ＋ )ｄｔ― ―――――――――――
２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

ｔcosｔ
ここで，――――――は奇関数なので，―――――

√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

１ β－α β－α

Ｋ＝―・２∫０ cosｔｄｔ＝[sinｔ]０ ＝sin(β－α)
２

ii). α＜０，β＜０のとき，ｘ＜０

ｔ－√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
∴ｘ＝―――――――――――――――

２
このとき，

１
ｘ２＋αβ＝(ｔｘ＋αβ)＋αβ＝―(ｔ２－ｔ√￣￣￣￣￣＋４αβ)￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

２
①に代入すると，

ｄｘ ２αβ
――＝１－―――――――――――――― ―――――――――――――
ｄｔ ｔ２－ｔ√￣￣￣￣￣＋４αβ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

２αβ
＝１－―――――――――――――――――――――――――――――

√￣￣￣￣￣(√￣￣￣￣￣－ｔ)￣￣￣￣￣ ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ ｔ２＋４αβ

２αβ(√￣￣￣￣￣＋ｔ)￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
＝１－―――――――――――――――――――――――――――――――

√￣￣￣￣￣{(ｔ２＋４αβ)－ｔ２}￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

√￣￣￣￣￣＋ｔ １ ｔ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ
＝１－ ＝１－ (１＋ )―――――――― ― ――――――――――――― ―――――

２√￣￣￣￣￣ ２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ ￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ ｔ２＋４αβ

１ ｔ
＝ (１－ )― ―――――――――――
２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

β αβ β－α １ ｔ
∴Ｋ＝∫αcos(ｘ－ )ｄｘ＝∫α－βcosｔ・ (１－ )ｄｔ―― ― ――――――― ―――――

ｘ ２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

１ β－α ｔcosｔ
＝ ∫－(β－α)(cosｔ－ )ｄｔ― ―――――――――――
２ √￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣ｔ２＋４αβ

１ β－α β－α

＝―・２∫０ cosｔｄｔ＝[sinｔ]０ ＝sin(β－α)
２

以上より，α，βの符号にかかわらず，Ｋ＝sin(β－α)・・・（答）
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問題１．

図のように，点Ｏ，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ、Ｐ，Ｑを定める．

ＯＡ＝ＡＰ＝ｒとすると，ＯＰ＝ＯＡ＋ＡＰ＝２ｒ＝１

１
∴ｒ＝―・・・（答）

２

問題２．

図のように，点Ｏ，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｐ，Ｑを定める．

ＯＡ＝ＡＣ＝ＣＤ＝ｒとすると，ＯＣ＝２ｒ

直角三角形ＯＣＤにおいて，ＯＣ２＋ＣＤ２＝ＯＤ２

∴(２ｒ)２＋ｒ２＝１

１
ｒ＞０より，ｒ＝― ・・・（答）―

√̄５


