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問１ 1 + x2に着目して、定石通り、x = tan θと置換すると、 

x = tan θ ⇒ dx =
1

cos2 θ
dθ 

また、積分区間は、 

x 0 → 2 

θ 0 → tan−1 2 = sin−1
2

√5
= α 

となりますから、 

与式 = ∫
1

√1 + tan2 θ

1

cos2 θ
dθ

α

0

= ∫
1

cos θ
dθ

α

0

 

です。ここで、 

1

cos θ
=

cos θ

cos2 θ
=

(sin θ)′

1 − sin2 θ
=
1

2
(

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
) (sin θ)′ 

なので、 

上式 = ∫
1

2
(

1

1 + sin θ
+

1

1 − sin θ
) (sin θ)′ dθ

α

0

=
1

2
[log(1 + sin θ) − log(1 − sin θ)]0

α 

=
log(1 + sin(α)) − log(1 − sin(α))

2
=

log (1 +
2

√5
) − log (1 −

2

√5
)

2
 

=
log(9 + 4√5)

2
=
log(2 + √5)

2

2
= log(2 + √5) 

となります。 

  



2 

 

問２ 与式を、 

1

cos3 θ
=

1

cos θ
∙

1

cos2 θ
 

と考えます。すると、問１と同じようにやって、 

1

cos θ
=

cos θ

cos2 θ
=

(sin θ)′

1 − sin2 θ
=
1

2
(

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
) (sin θ)′ 

1

cos2 θ
=

1

1 − sin2 θ
=
1

2
(

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
) 

となりますから、 

与式 = ∫
1

2
(

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
) (sin θ)′

1

2
(

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
) dθ

π
4

0

 

=
1

4
∫ (

1

1 − sin θ
+

1

1 + sin θ
)
2

(sin θ)′ dθ

π
4

0

=
1

4
∫ (

1

1 − x
+

1

1 + x
)
2

dx

1

√2

0

 

= ∫
1

(1 − x)2(1 + x)2
dx

1

√2

0

 

となります。ここで、 

1

(1 − x)2(x + 1)2
=
1

4
{

1

1 − x
+

1

(1 − x)2
+

1

1 + x
+

1

(1 + x)2
} 

なので、 

与式 =
1

4
∫ {

1

1 − x
+

1

(1 − x)2
+

1

1 + x
+

1

(1 + x)2
} dx

1

√2

0

 

=
1

4
[− log(1 − x) +

1

1 − x
+ log(1 + x) −

1

1 + x
]
0

1

√2
 

=
log(2√2 + 3) + 2√2

4
− 0 =

log(2√2 + 3) + 2√2

4
=
log(√2 + 1)

2
+ 2√2

4
 

=
log(√2 + 1) + √2

2
 

となります。 
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問３ 
αβ

x
= uとすれば、 

αβ

x
= u ⇒ x =

αβ

u
⇒ dx = −

αβ

u2
du 

なので、与式 = Iとおいて、 

I = ∫ cos (
αβ

u
− u)

α

β

(−
αβ

u2
) du = ∫ cos (u −

αβ

u
)

β

α

(
αβ

u2
) du = ∫ cos (x −

αβ

x
)

β

α

(
αβ

x2
) dx 

= ∫ cos (x −
αβ

x
)

β

α

(1 +
αβ

x2
) dx − ∫ cos (x −

αβ

x
)

β

α

dx = ∫ cos (x −
αβ

x
)

β

α

(1 +
αβ

x2
) dx − I 

⇒ I =
1

2
∫ cos (x −

αβ

x
)

β

α

(1 +
αβ

x2
) dx 

となります。すると、 

∫ cos (x −
αβ

x
)

β

α

(1 +
αβ

x2
) dx = ∫ cos (x −

αβ

x
)

β

α

(x −
αβ

x
)
′

dx 

= [sin (x −
αβ

x
)]

α

β

= 2 sin(β − α) 

なので、 

I =
1

2
∙ 2 sin(β − α) = sin(β − α) 

です。 
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追加問題１ 

 

図のように、各点に記号を付けます。正方形と正三角形の一

辺の長さをaとすると、 

OC + CA = OA ⇒ a + a = 1 ⇒ a =
1

2
 

です。よって、一辺の長さは
1

2
です。 

 

追加問題２ 

 

図のように、各点に記号を付けます。正方形と正三角形の一

辺の長さをaとし、⊿ODEに三平方の定理を適用すると、 

OD2 + DE2 = OE2 ⇒ (OC + CD)2 + DE2 = OE2 

⇒ (a + a)2 + a2 = 12 ⇒ a = ±
√5

5
 

です。ここで、a > 0なので、一辺の長さは
√5

5
です。 

 

 


