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４５９．

ｎ

（Ⅰ）Ｓｎ＝Σｋ・２ｋ（ｎ＝１，２，３，・・・）とする．
ｋ＝１

Ｓｎ－２Ｓｎを計算すると，

Ｓｎ＝１・２＋２・２２＋３・２３＋４・２４＋・・・＋ ｎ・２ｎ

－）２Ｓｎ＝ １・２２＋２・２３＋３・２４＋・・・＋(ｎ－１)・２ｎ＋ｎ・２ｎ＋１

－Ｓｎ＝ ２＋ ２２＋ ２３＋ ２４＋・・・＋ ２ｎ－ｎ・２ｎ＋１

２ｎ－１
＝２・――― －ｎ・２ｎ＋１＝(１－ｎ)２ｎ＋１－２―――

２－１

∴Ｓｎ＝(ｎ－１)２ｎ＋１＋２・・・（答）

（別解）ｆ(ｘ)＝１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３＋・・・＋ｘｎとすると，

ｆ'(ｘ)＝１＋２ｘ＋３ｘ２＋４ｘ３＋・・・＋ｎｘｎ－１

∴ｘｆ'(ｘ)＝ｘ＋２ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４＋・・・＋ｎｘｎ

∴Ｓｎ＝２ｆ'(２)
ｘｎ＋１－１

次に，ｘ≠１のとき，ｆ(ｘ)＝――――――――
ｘ－１

(ｎ＋１)ｘｎ・(ｘ－１)－(ｘｎ＋１－１)・１
∴ｆ'(ｘ)＝―――――――――――――――――――――――――――――――――――――

(ｘ－１)２

ｎｘｎ＋１－(ｎ＋１)ｘｎ＋１
＝―――――――――――――――――――――――

(ｘ－１)２

ｎ・２ｎ＋１－(ｎ＋１)・２ｎ＋１
∴Ｓｎ＝２ｆ'(２)＝２・―――――――――――――――――――――――――――

１２

＝ｎ・２ｎ＋２－(ｎ＋１)・２ｎ＋１＋２＝{(２ｎ－(ｎ＋１)}・２ｎ＋１＋２

＝(ｎ－１)２ｎ＋１＋２・・・（答）

（別解）Ｓｎ＝(ａｎ＋ｂ)２ｎ＋ｃ（ａ，ｂ，ｃは定数，ｎ＝１，２，３，・・・）と

すると，

╭ Ｓ１＝２(ａ＋ｂ)＋ｃ＝１・２
|ゝ

Ｓ２＝４(２ａ＋ｂ)＋ｃ＝１・２＋２・２２

|
╰ Ｓ３＝８(３ａ＋ｂ)＋ｃ＝１・２＋２・２２＋３・２３
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╭ ２ａ＋２ｂ＋ｃ＝２・・・・・①
|

∴

ゝ

８ａ＋４ｂ＋ｃ＝１０・・・・②
|
╰ ２４ａ＋８ｂ＋ｃ＝３４・・・③

②－①より，６ａ＋２ｂ＝８ ∴３ａ＋ｂ＝４・・・④

③－②より，１６ａ＋４ｂ＝２４ ∴４ａ＋ｂ＝６・・・⑤

⑤－④より，ａ＝２

④より，ｂ＝４－３ａ＝４－６＝－２

①より，ｃ＝２－２ａ－２ｂ＝２－４＋４＝２

∴Ｓｎ＝(２ｎ－２)２ｎ＋２＝(ｎ－１)２ｎ＋１＋２・・・⑥

これを数学的帰納法で証明する．

i). ｎ＝１のとき，明らかに成立する．

ii). ｎ＝ｋ（ｋ≧１）のとき，成立すると仮定すると，Ｓｋ＝(ｋ－１)２ｋ＋１＋２

∴Ｓｋ＋１＝Ｓｋ＋(ｋ＋１)２ｋ＋１＝(ｋ－１)２ｋ＋１＋２＋(ｋ＋１)２ｋ＋１

＝２ｋ・２ｋ＋１＋２＝ｋ・２ｋ＋２＋２

故にｎ＝ｋ＋１のときも，⑥は成立する．

故にすべての自然数ｎにおいて，⑥は成立する．

ｎ

（Ⅱ）Ｔｎ＝Σｋ２・２ｋ（ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，
ｋ＝１

Ｔｎ＝１２・２＋２２・２２＋３２・２３＋４２・２４＋・・・＋ｎ２・２４

Ｔｎ－２Ｔｎを計算すると，

Ｔｎ=１２・２＋２２・２２＋３２・２３＋４２・２４＋・・・＋ ｎ２・２ｎ

－)２Ｔｎ= １２・２２＋２２・２３＋３２・２４＋・・・＋(n-1)２・２ｎ+ｎ２・２ｎ＋１

－Ｔｎ=(2･1－1)２＋(2･2－1)２２＋(2･3－1)２３＋(2･4－1)２４＋・・・＋(2n-1)２ｎ

－ｎ２・２ｎ＋１

＝２(１・２＋２・２２＋３・２３＋４・２４＋・・・＋ｎ・２ｎ)

－(２＋２２＋２３＋２４＋・・・＋２ｎ)－ｎ２・２ｎ＋１

＝２Ｓｎ－２(２ｎ－１)－ｎ２・２ｎ＋１

＝２{(ｎ－１)２ｎ＋１＋２}－(ｎ２＋１)２ｎ＋１＋２

＝(－ｎ２＋２ｎ－３)２ｎ＋１＋６

∴Ｔｎ＝(ｎ２－２ｎ＋３)２ｎ＋１－６・・・（答）

（別解）Ｔｎ＝(ａｎ２＋ｂｎ＋ｃ)２ｎ＋ｄ（ａ，ｂ，ｃ，ｄは定数，

ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，
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╭ Ｔ１＝２(ａ＋ｂ＋ｃ)＋ｄ＝１２・２
|
| Ｔ２＝４(４ａ＋２ｂ＋ｃ)＋ｄ＝１２・２＋２２・２２

ゝ

| Ｔ３＝８(９ａ＋３ｂ＋ｃ)＋ｄ＝１２・２＋２２・２２＋３２・２３

|
╰ Ｔ４＝１６(１６ａ＋４ｂ＋ｃ)＋ｄ=１２・２＋２２・２２＋３２・２３＋４２・２４

╭ ２ａ＋２ｂ＋２ｃ＋ｄ＝２・・・・・・・・・①
|
| １６ａ＋８ｂ＋４ｃ＋ｄ＝１８・・・・・・・②

∴

ゝ

| ７２ａ＋２４ｂ＋８ｃ＋ｄ＝９０・・・・・・③
|
╰ ２５６ａ＋６４ｂ＋１６ｃ＋ｄ＝３４６・・・④

②－①より，１４ａ＋６ｂ＋２ｃ＝１６ ∴７ａ＋３ｂ＋ｃ＝８・・・⑤

③－②より，５６ａ＋１６ｂ＋４ｃ＝７２

∴１４ａ＋４ｂ＋ｃ＝１８・・・⑥

④－③より，１８４ａ＋４０ｂ＋８ｃ＝２５６

∴２３ａ＋５ｂ＋ｃ＝３２・・・⑦

⑥－⑤より，７ａ＋ｂ＝１０・・・⑧

⑦－⑥より，９ａ＋ｂ＝１４・・・⑨

⑨－⑧より，２ａ＝４ ∴ａ＝２

⑧より，ｂ＝１０－７ａ＝１０－１４＝－４

⑤より，ｃ＝８－７ａ－３ｂ＝８－１４＋１２＝６

①より，ｄ＝２－２ａ－２ｂ－２ｃ＝２－４＋８－１２＝－６

∴Ｔｎ＝(２ｎ２－４ｎ＋６)２ｎ－６＝(ｎ２－２ｎ＋３)２ｎ＋１－６・・・⑩

これを数学的帰納法で証明する．

i). ｎ＝１のとき，明らかに成立する．

ii). ｎ＝ｋ（ｋ≧１）のとき，⑩が成立すると仮定すると，

Ｔｋ＝(ｋ２－２ｋ＋３)２ｋ＋１－６

∴Ｔｋ＋１＝Ｔｋ＋(ｋ＋１)２・２ｋ＋１

＝(ｋ２－２ｋ＋３)２ｋ＋１－６＋(ｋ２＋２ｋ＋１)・２ｋ＋１

＝(２ｋ２＋４)２ｋ＋１－６＝(ｋ２＋２)２ｋ＋２－６

＝{(ｋ＋１)２－２(ｋ＋１)＋３)}２(ｋ＋１)＋１－６

故にｎ＝ｋ＋１のときも，⑩は成立する．

故にすべての自然数ｎにおいて，⑩は成立する．

ｎ

（Ⅲ）Ｕｎ＝Σｋ３・２ｋ（ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，
ｋ＝１

Ｕｎ＝１３・２＋２３・２２＋３３・２３＋４３・２４＋・・・＋ｎ３・２４

Ｕｎ－２Ｕｎを計算すると，
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Ｕｎ=１３・２＋２３・２２＋３３・２３＋４３・２４＋・・・＋ ｎ３・２ｎ

－)２Ｕｎ= １３・２２＋２３・２３＋３３・２４＋・・・＋(n-1)３・２ｎ+ｎ３・２ｎ＋１

－Ｕｎ＝(3･1２-3･1+1)２＋(3･2２-3･2+1)２２＋(3･3２-3･3+1)２３＋(3･4２-3･4+1)２４

＋・・・＋(3n２-3n+1)２ｎ－ｎ３・２ｎ＋１

＝３(１２・２＋２２・２２＋３２・２３＋４２・２４＋・・・＋ｎ２・２ｎ)

－３(１・２＋２・２２＋３・２３＋４・２４＋・・・＋ｎ・２ｎ)

＋(２＋２２＋２３＋２４＋・・・＋２ｎ)－ｎ３・２ｎ＋１

＝３Ｔｎ－３Ｓｎ＋２(２ｎ－１)－ｎ３・２ｎ＋１

＝３{(ｎ２－２ｎ＋３)２ｎ＋１－６}－３{(ｎ－１)２ｎ＋１＋２}＋２(２ｎ－１)

－ｎ３・２ｎ＋１

＝{３(ｎ２－２ｎ＋３)－３(ｎ－１)＋１－ｎ３}２ｎ＋１－２６

＝(－ｎ３＋３ｎ２－９ｎ＋１３)２ｎ＋１－２６

∴Ｕｎ＝(ｎ３－３ｎ２＋９ｎ－１３)２ｎ＋１＋２６・・・（答）

（別解）Ｕｎ＝(ａｎ３＋ｂｎ２＋ｃｎ＋ｄ)２ｎ＋ｅ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅは定数，

ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，

╭ Ｕ１＝２(ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ)＋ｅ＝１３・２
|
| Ｕ２＝４(８ａ＋４ｂ＋２ｃ＋ｄ)＋ｅ＝１３・２＋２３・２２

|ゝ

Ｕ３＝８(２７ａ＋９ｂ＋３ｃ＋ｄ)＋ｅ＝１３・２＋２３・２２＋３３・２３

|
| Ｕ４=16(64ａ＋16ｂ＋４ｃ＋ｄ)＋ｅ=１３・２+２３・２２+３３・２３+４３・２４

|
╰ Ｕ５=32(125ａ＋25ｂ＋5ｃ＋ｄ)＋ｅ=1３

・2+2３
・2２+3３

・2３+4３
・2４+5３

・2５

╭ ２ａ＋２ｂ＋２ｃ＋２ｄ＋ｅ＝２・・・・・・・・・・・・・・①
|
| ３２ａ＋１６ｂ＋８ｃ＋４ｄ＋ｅ＝３４・・・・・・・・・・・②
|

∴

ゝ

２１６ａ＋７２ｂ＋２４ｃ＋８ｄ＋ｅ＝２５０・・・・・・・・③
|
| １０２４ａ＋２５６ｂ＋６４ｃ＋１６ｄ＋ｅ＝１２７４・・・・④
|
╰ ４０００ａ＋８００ｂ＋１６０ｃ＋３２ｄ＋ｅ＝５２７４・・・⑤

②－①より，３０ａ＋１４ｂ＋６ｃ＋２ｄ＝３２

∴１５ａ＋７ｂ＋３ｃ＋ｄ＝１６・・・⑥

③－②より，１８４ａ＋５６ｂ＋１６ｃ＋４ｄ＝２１６

∴４６ａ＋１４ｂ＋４ｃ＋ｄ＝５４・・・⑦

④－③より，８０８ａ＋１８４ｂ＋４０ｃ＋８ｄ＝１０２４

∴１０１ａ＋２３ｂ＋５ｃ＋ｄ＝１２８・・・⑧

⑤－④より，２９７６ａ＋５４４ｂ＋９６ｃ＋１６ｄ＝４０００

∴１８６ａ＋３４ｂ＋６ｃ＋ｄ＝２５０・・・⑨

⑦－⑥より，３１ａ＋７ｂ＋ｃ＝３８・・・⑩

⑧－⑦より，５５ａ＋９ｂ＋ｃ＝７４・・・⑪
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⑨－⑧より，８５ａ＋１１ｂ＋ｃ＝１２２・・・⑫

⑪－⑩より，２４ａ＋２ｂ＝３６ ∴１２ａ＋ｂ＝１８・・・⑬

⑫－⑪より，３０ａ＋２ｂ＝４８ ∴１５ａ＋ｂ＝２４・・・⑭

⑭－⑬より，３ａ＝６ ∴ａ＝２

⑬より，ｂ＝１８－１２ａ＝１８－２４＝－６

⑩より，ｃ＝３８－３１ａ－７ｂ＝３８－６２＋４２＝１８

⑥より，ｄ＝１６－１５ａ－７ｂ－３ｃ＝１６－３０＋４２－５４＝－２６

①より，ｅ＝２－２ａ－２ｂ－２ｃ－２ｄ＝２－４＋１２－３６＋５２＝２６

∴Ｔｎ＝(２ｎ３－６ｎ２＋１８ｎ－２６)２ｎ＋２６

＝(ｎ３－３ｎ２＋９ｎ－１３)２ｎ＋１＋２６・・・⑮

これを数学的帰納法で証明する．

i). ｎ＝１のとき，明らかに成立する．

ii). ｎ＝ｋ（ｋ≧１）のとき，⑮が成立すると仮定すると，

Ｔｋ＝(ｋ３－３ｋ２＋９ｋ－１３)２ｋ＋１＋２６

∴Ｔｋ＋１＝Ｔｋ＋(ｋ＋１)３・２ｋ＋１

＝(ｋ３－３ｋ２＋９ｋ－１３)２ｋ＋１＋２６

＋(ｋ３＋３ｋ２＋３ｋ＋１)・２ｋ＋１

＝(２ｋ３＋１２ｋ－１２)２ｋ＋１＋２６＝(ｋ３＋６ｋ－６)２ｋ＋２＋２６

＝{(ｋ＋１)３－３(ｋ＋１)２＋９(ｋ＋１)－１３}２(ｋ＋１)＋１＋２６

故にｎ＝ｋ＋１のときも，⑮は成立する．

故にすべての自然数ｎにおいて，⑮は成立する．

ｎ

（Ⅳ）Ｖｎ＝Σｋ４・２ｋ（ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，
ｋ＝１

Ｖｎ＝１４・２＋２４・２２＋３４・２３＋４４・２４＋・・・＋ｎ４・２ｎ

Ｖｎ－２Ｖｎを計算すると，同様に，

－Ｖｎ＝４Ｕｎ－６Ｔｎ＋４Ｓｎ－２(２ｎ－１)－ｎ４・２ｎ＋１

∴Ｖｎ＝－[４{(ｎ３－３ｎ２＋９ｎ－１３)２ｎ＋１＋２６}

－６{(ｎ２－２ｎ＋３)２ｎ＋１－６}＋４{(ｎ－１)２ｎ＋１＋２}

－２(２ｎ－１)－ｎ４・２ｎ＋１]

＝－[{－ｎ４＋４(ｎ３－３ｎ２＋９ｎ－１３)－６(ｎ２－２ｎ＋３)

＋４(ｎ－１)－１}２ｎ＋１＋１０４＋３６＋８＋２]

＝－{(－ｎ４＋４ｎ３－１２ｎ２＋３６ｎ－５２－６ｎ２＋１２ｎ－１８

＋４ｎ－４－１)２ｎ＋１＋１５０}

＝(ｎ４－４ｎ３＋１８ｎ２－５２ｎ＋７５)２ｎ＋１－１５０・・・（答）
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ｎ

（Ⅴ）Ｗｎ＝Σｋ５・２ｋ（ｎ＝１，２，３，・・・）とすると，
ｋ＝１

Ｗｎ＝１５・２＋２５・２２＋３５・２３＋４５・２４＋・・・＋ｎ５・２ｎ

Ｗｎ－２Ｗｎを計算すると，同様に，

－Ｗｎ＝５Ｖ－１０Ｕｎ＋１０Ｔｎ－５Ｓｎ＋２(２ｎ－１)－ｎ５・２ｎ＋１

∴Ｗｎ＝－[５{(ｎ４－４ｎ３＋１８ｎ２－５２ｎ＋７５)２ｎ＋１－１５０}

－１０{(ｎ３－３ｎ２＋９ｎ－１３)２ｎ＋１＋２６}

＋１０{(ｎ２－２ｎ＋３)２ｎ＋１－６}－５{(ｎ－１)２ｎ＋１＋２}

＋２(２ｎ－１)－ｎ５・２ｎ＋１]

＝－{(５ｎ４－２０ｎ３＋９０ｎ２－２６０ｎ＋３７５

－１０ｎ３＋３０ｎ２－９０ｎ＋１３０＋１０ｎ２－２０ｎ＋３０

－５ｎ＋５＋１－ｎ５)２ｎ＋１－７５０－２６０－６０－１０－２}

＝(ｎ５－５ｎ４＋３０ｎ３－１３０ｎ２＋３７５ｎ－５４１)２ｎ＋１＋１０８２

・・・（答）
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図の扇形ＯＰＱにおいて，正三角形ＡＢＣ，正方形ＤＥＦＧを定める．

ＡＢ＝ＡＣ＝ＤＥ＝ＤＧ＝ｒとし，ＥからＯＰに垂線ＥＨを下ろす．

△ＡＢＤにおいて，∠ＡＢＤ＝６０° より，，∠ＡＤＢ＝９０°

√̄３
ＡＤ＝― ｒ―

２
√ ２＋√￣ ￣３ ３

∴ＡＥ＝ＡＤ＋ＤＥ＝― ｒ＋ｒ＝――― ｒ― ―――
２ ２

△ＡＥＨは直角二等辺三角形なので，

ＡＥ ２＋√̄３
ＡＨ＝ＥＨ＝――＝――― ｒ― ―――

√̄２ ２√̄２
ＡＣ ｒ

△ＯＡＣは直角二等辺三角形なので，ＯＡ＝――＝―― ―
√ √￣ ￣２ ２

ｒ ２＋√ ４＋√￣ ￣３ ３
∴ＯＨ＝ＯＡ＋ＡＨ＝― ＋――― ｒ＝――― ｒ― ――― ―――

√ ２√ ２√￣ ￣ ￣２ ２ ２

直角三角形ＯＥＨにおいて，ＯＨ２＋ＥＨ２＝ＯＥ２

４＋√ ２ ２＋√ ２￣ ￣３ ３
∴( ｒ)＋( ｒ)＝１――― ―――――― ―――

２√ ２√￣ ￣２ ２
１ ８

∴ｒ２＝―――――――――――――＝――――――――――――――――――――――――――― ――――――――――――――
４＋√ ２ ２＋√ ２ １６＋８√ ＋３＋４＋４√ ＋３￣ ￣ ￣ ￣３ ３ ３ ３( )＋( )――― ―――――― ―――
２√ ２√￣ ￣２ ２

８ ４
＝―――――― ＝――――――――――― ―――――

２６＋１２√ １３＋６√￣ ￣３ ３

２
ｒ＞０より，ｒ＝――――――・・・（答）―――――

√￣￣￣￣￣￣￣￣￣￣１３＋６√３
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図の扇形ＯＰＱにおいて，正三角形ＡＢＣ，正方形ＢＤＥＦを定める．

ＡＢ＝ＣＡ＝ＢＤ＝ＤＥ＝ｒ，ＡＣの中点をＧとすると，

ｒ √̄３
ＯＧ＝ＡＧ＝―，ＢＧ＝― ｒ，ＢＥ＝√ ｒであるから，― ２̄

２ ２
ｒ √̄３

ＯＥ＝ＯＧ＋ＢＧ＋ＢＥ＝―＋― ｒ＋√ ｒ＝１― ２̄
２ ２

１ ２ ２{２√ －(１＋√ )}￣ ￣２ ３
∴ｒ＝―――――――＝―――――――＝―――――――――――――――― ―――――― ―――――――――

１ √ １＋√ ＋２√ (２√ )２－(１＋√ )２￣ ￣ ￣ ￣ ￣３ ３ ２ ２ ３
―＋― ＋√― ２̄
２ ２

２(２√ －１－√ ) ２(２√ －１－√ ) ２√ －１－√￣ ￣ ￣ ￣ ￣ ￣２ ３ ２ ３ ２ ３
＝―――――――――＝―――――――――＝――――――――――――――― ―――――――― ――――――

８－１－２√ －３ ４－２√ ２－√￣ ￣ ￣３ ３ ３

(２√ －１－√ )(２＋√ )￣ ￣ ￣２ ３ ３
＝―――――――――――― ＝４√ ＋２√ －２－√ －２√ －３―――――――――――― ￣ ￣ ￣ ￣２ ６ ３ ３

４－３

＝２√ －３√ ＋４√ －５・・・（答）￣ ￣ ￣６ ３ ２


