自称日曜数学者の中尾です。
第459回数学的な連続応募問題［一般項が単項式×２の累乗である数列の和］の解答を送付します。 
多項式の計算と連立１次方程式の解と結果の確認については、計算機を使用しました。
よろしくお願いします。

［一般項が単項式×２の累乗である数列の和］の解答
■i=1,2,...,10に対して。

S_i(n)=Σ_{k=1}^{n}{ k^i*2^k }
を求める。
方針は以下の通りである。
各iに対して、最高次係数が１かつ有理数係数のi次多項式
　 　P(k)=k^i+a_1*k^(i-1)+a_2*i^(i-1)+...+a_i
で、
     k^i=2*P(k+1)-P(k) --------- (*)
つまり
      k^i*2^k=P(k+1)*2^(k+1)-P(l)*2^k ----- (**)
を満たすものが存在することを示す。
 (*),(**)を満たすi次多項式P(k)が存在するならば。
　 S_i(n)
   = Σ_{k=1}^{n}{ k^i*2^k }
(**)より
    =Σ_{k=1}^{n}{ P(k+1)*2^(k+1)-P(k)*2^k }
   =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2^1
   =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
となる。
■i=3の場合
最高次係数が１かつ有理数係数の3次多項式
　　　P(k)=k^3+a*k^2+b*k+c
で、
     k^3=2*P(k+1)-P(k) --------- (1)
を満たすように定数a,b,cを選ぶことができる。
実際に、(1)より、
　  k^3=2*((k+1)^3+a*(k+1)^2+b*(k+1)+c)-(k^3+a*k^2+b*k+c)
       (a+6)*k^2+(4*a+b+6)*k+(2*a+2*b+c+2)=0
である。両辺のk^2,k,1の係数は一致するので、
       a+6=0;   4*a+b+5=0;    2*a+2*b+c+2=0
つまり、
       a=-6;  b=18;  c=-26
である。　　
よって、
     P(k)=k^3-6*k^2+18*k-26
とすれば良い。
このとき、
　 S_3(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =((n+1)^3-6*(n+1)^2+18*(n+1)-26)*2^(n+1)-(1^3-6*1^2+18*1-26)*2
    =(n^3-3*n^2+9*n-13)*2^(n+1)+26
である。
残りのiについても同様に計算できるので、以下では、P(k)とS_i(n)のみを記述する。
■i=1のとき
1次多項式
  P(k)=k-2
ば、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_1(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =(n-1)*2^(n+1)+2
である。
■i=2のとき
2次多項式
  P(k)=k^2-4*k+6
ば、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_2(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =(n^2-2*n+3)*2^(n+1)-6
である。
■i=4のとき
4次多項式
  P(k)=k^4-8*k^3+36*k^2-104*k+150
ば、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_4(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =(n^4-4*n^3+18*n^2-52*n+75)*2^(n+1)-150
である。
■i=5のとき
5次多項式
  P(k)=k^5-10*k^4+60*k^3-260*k^2+750*k-1082
ば、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_5(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =(n^5-5*n^4+30*n^3-130*n^2+375*n-541)*2^(n+1)+1082
である。
■i=6のとき
6次多項式
  P(k)=k^6-12*k^5+90*k^4-520*k^3+2250*k^2-6492*k+9366
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_6(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =(n^6-6*n^5+45*n^4-260*n^3+1125*n^2-3246*n+4683)*2^(n+1)-9366
である。
■i=7のとき
7次多項式
  P(k)=k^7-14*k^6+126*k^5-910*k^4+5250*k^3-22722*k^2+65562*k-94586
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_7(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
  =(n^7-7*n^6+63*n^5-455*n^4+2625*n^3-11361*n^2+32781*n-47293)*2^(n+1)+94586
である。
■i=8のとき
8次多項式
P(k)=k^8-16*k^7+168*k^6-1456*k^5+10500*k^4-60592*k^3+262248*k^2-756688*k+1091670
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_8(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
  =(n^8-8*n^7+84*n^6-728*n^5+5250*n^4-30296*n^3+131124*n^2-378344*n+545835)*2^(n+1)-1091670
ある。
■i=9のとき
9次多項式
P(k)=k^9-18*k^8+216*k^7-2184*k^6+18900*k^5-136332*k^4+786744*k^3-3405096*k^2+9825030*k-14174522
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_8(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
  =(n^9-9*n^8+108*n^7-1092*n^6+9450*n^5-68166*n^4+393372*n^3-1702548*n^2+4912515*n-7087261)*2^(n+1)+14174522
である。
■i=10のとき
10次多項式
P(k)=k^10-20*k^9+270*k^8-3120*k^7+31500*k^6-272664*k^5+1966860*k^4-11350320*k^3+49125150*k^2-141745220*k+204495126
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_8(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
  =(n^10-10*n^9+135*n^8-1560*n^7+15750*n^6-136332*n^5+983430*n^4-5675160*n^3+24562575*n^2-70872610*n+102247563)*2^(n+1)-204495126
である。
■i=0のとき(蛇足)
0次多項式
  P(k)=1
は、(*),(**)を満たす。
よって、
  S_0(n)
    =P(n+1)*2^(n+1)-P(1)*2
    =2^(n+1)-2
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