462解答　よふかしのつらいおじさん

補題の方を先に解きます。

補題
●△ABCの辺ABを1辺とする正三角形ABDをつくります。
正三角形ABDの外接円をかきます。
直線CDと外接円との交点をPとします。

APを1辺とする正三角形APEをつくります。
すると、△ADE≡△ABPとなります。
なぜなら、2角とその間の辺が等しくなるからです。
AD＝AB（正三角形ADBの2辺）
∠ADE＝∠ABP（弧APに立つ円周角）
∠DAE＝∠BAP（正三角形の1内角から∠EABを引く）
よって、DE＝BP、またAE＝AP＝EPです。
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さて、△ABCの内部の点Pと3つの頂点を結んだ距離の和は、
AP＋BP＋CP＝AE＋DE＋CP＝DE＋EP＋PC＝DC
です。
この和が最小となるのは、点D、E、P、Cが1直掩上にあるときです。

また、∠APB＝∠BPC＝∠CPA＝120度となります。


●△ADCに余弦定理を用います。
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ここで、


より、




問題


(1) は△PABで∠APB＝120度の場合に成り立ちます。(ｃ＝7)
(2) は△PBCで∠BPC＝120度の場合に成り立ちます。(ａ＝8)
(3) は△PCAで∠CPA＝120度の場合に成り立ちます。(ｂ＝5)

また、△ABCの面積Sは、ヘロンの公式より、
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よって、補題より、



追加
問題1
正方形の対角線は、円の半径と等しいので長さ1です。


点 (1,0) を中心とし、半径ｒ(正三角形の1辺の長さ)の円を、とします。
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正方形の1辺DEとの交点の座標を調べます。




次に、点Cの座標を調べます。





線分BCの長さがｒなので、













問題2
点Aの座標を(ｔ,0)とします。
すると、正方形の1辺の長さは、です。

直線ABの方程式は、 なので、円の式と連立させて点Bのｘ座標をを調べます。



線分ABの長さが  になればよいので、点AとBのｘ座標の差がｔとなります。
よって、



よって、正方形の1辺の長さは、
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原点から直線ACまでの距離は、正方形の1辺の半分なので、


正三角形の高さが (＊) なので、1辺の長さは、
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